2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

6 клас       
1. Числа 
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  переставили у деякому порядку і отримали набір чисел 
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. Чи обов’язково число 
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 ділиться націло на  а) 2 ;
б) 4 ? 
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
2. Знайдіть усі натуральні n, для яких довільний квадрат можна розбити на n менших квадратів. Наприклад, довільний квадрат неможливо розбити на два квадрати (поясність чому), але можна розбити на 6 квадратів (дивись малюнок).                  

                                                 [image: image4.emf]
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
3. У таблицю 
[image: image5.wmf]7
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  вписали числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, кожне по 7 разів. Виявилося, що сума чисел над головною діагоналлю у три рази більша за суму чисел під цією діагоналлю. Знайдіть число, вписане в центральну клітинку таблиці. Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
4. Чи можна клітчастий квадрат розміром 8×8 замостити фігурками виду   та [image: image6.emf], [image: image7.emf], [image: image8.emf]так, щоб не було "шва" (прямої, що розрізає фігурки), причому  фігурок першого виду має бути 7, фігурок другого виду – вдвічі більше, ніж фігурок третього виду? (Фігурки можна повертати, але не можна перевертати.) Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
5.  На дошці написані числа 1, 2, 3, … , 4027, 4028. Миколка та Андрійко по черзі закреслюють числа, причому Миколка ходить першим. За один хід можна закреслити тільки одне з раніше не закреслених чисел. Андрійко хоче, щоб після його 2013-го ходу на дошці залишилися два послідовні числа (тобто числа, різниця яких дорівнює 1). Чи завжди він зможе цього досягти? Відповідь обґрунтуйте, подавши детальні пояснення.
На виконання роботи відводиться 4 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися калькулятором не дозволяється.
2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

7 клас
1. Є три попарно різних натуральних числа 
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. Чи можуть числа 
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 бути трьома послідовними натуральними числами? Відповідь обґрунтуйте. Подайте детальні пояснення.

       2. Різниця периметрів двох квадратів дорівнює 12 см,  а різниця їх площ  – 33 см2. Знайдіть площі квадратів.
3. У таблицю 
[image: image13.wmf]29
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  вписали числа 1, 2, 3,…, 29, кожне по 29 разів. Виявилося, що сума чисел над головною діагоналлю у три рази більша за суму чисел під цією діагоналлю. Знайдіть число, вписане в центральну клітинку таблиці. Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
       4. Чи можна клітчастий квадрат розміром 8×8 замостити фігурками виду   та [image: image14.emf], [image: image15.emf], [image: image16.emf]так, щоб не було "шва" (прямої, що розрізає фігурки), причому фігурок першого виду має бути 10,  фігурок другого виду –вдвічі більше, ніж фігурок третього виду? (Фігурки можна повертати, але не можна перевертати.) Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
       5. Є купа із 2013 камінців. Хід полягає в тому, що з якої-небудь купи, що містить більше, ніж один камінець, один викидають, а потім купу ділять на дві. Чи можна через декілька ходів залишити на столі тільки купи, що складаються з трьох камінців? Відповідь обґрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
На виконання роботи відводиться 3 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися калькулятором не дозволяється.

2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

8 клас
[image: image17.wmf]
1. Задані 2013 чисел. Відомо, що сума будь-яких 11 з цих чисел – додатна. Чи обов’язково сума всіх 2013 чисел також додатна? Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
        2. У паралелограмі 
[image: image18.wmf]ABCD

 бісектриса кута 
[image: image19.wmf]A

 перетинає сторону 
[image: image20.wmf]BC

 в її середині 
[image: image21.wmf]M

. Відомо, що кут 
[image: image22.wmf]BDC

 –  прямий. Знайдіть кути паралелограма.
3. На папері записані 1 і деяке неціле число 
[image: image23.wmf]a

. За один хід дозволяється записати на папері суму або різницю будь-яких двох вже записаних чисел або записати число, обернене до якого-небудь із записаних вже чисел. Чи можна за декілька ходів одержати на папері число 
[image: image24.wmf]2

a

? Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
4. а) Чи можна клітчастий квадрат розміром 8×8 замостити фігурками виду   та [image: image25.emf], [image: image26.emf], [image: image27.emf]так, щоб не було "шва" (прямої, що розрізає фігурки), причому фігурок першого має бути 10, а фігурок другого виду – вдвічі більше, ніж фігурок третього виду? (Фігурки можна повертати, але не можна перевертати. Ніякі чотири фігурки не повинні утворювати квадрат розміром 4×4.)
 б) З клітчастої дошки розміром 
[image: image28.wmf]8
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 вирізали центральний квадрат 
[image: image29.wmf]2
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 . Чи можна одержану фігуру замостити фігурками виду [image: image30.emf]?  (Фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації: їх можна повертати і перевертати.) 
Відповіді обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
        5. На дошці записано число 2013. Два гравці грають у таку гру. За один хід треба відняти від числа, що записане на дошці, будь-який його дільник та записати на дошці одержану різницю замість попереднього числа. Програє той гравець, після ходу якого на дошці буде записано число 0. Хто з гравців може забезпечити собі виграш? Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
На виконання роботи відводиться 4 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися калькулятором не дозволяється.

2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

         9 клас

       1. На папері записані три додатних числа 
[image: image31.wmf]а

, 
[image: image32.wmf]b

 і 1. За один хід дозволяється записати на папері суму або різницю будь-яких двох вже записаних чисел або записати число, обернене до якого-небудь із записаних вже чисел. Чи можна за декілька ходів одержати на папері число a) 
[image: image33.wmf]2
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  число ?   б)  число 
[image: image34.wmf]ab

? 
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення. 
       2. У трапеції 
[image: image35.wmf]ABCD

  з основами 
[image: image36.wmf]AD

  і 
[image: image37.wmf]BC

  діагоналі перпендикулярні. Точки 
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  і 
[image: image39.wmf]L

  на бічних сторонах 
[image: image40.wmf]AB

  і  
[image: image41.wmf]CD

  відповідно такі, що відрізок   
[image: image42.wmf]KL

 проходить через точку перетину діагоналей трапеції
[image: image43.wmf]ABCD

 і паралельний її основам. На бічній стороні  відмічено точку 
[image: image44.wmf]М

 таку, що 
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. Відомо, що
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 . Знайдіть 
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       3.  Доведіть, що для довільних додатних 
[image: image48.wmf]a

,
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 має місце нерівність
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]³

 9.

            4. а) Чи можна клітчастий квадрат розміром 10×10 замостити фігурками виду [image: image54.png]


 та [image: image55.emf] так, щоб фігурок першого виду було 4 ? (Фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації.)
б) Чи можна клітчастий квадрат розміру 10×10  розрізати по лініях сіт-

ки на 4 фігурки вигляду [image: image56.png]


, 19 фігурок вигляду[image: image57.emf]  і  2 фігурки вигляду [image: image58.emf]? (Фігурки можуть розташовуватися в довільній орієнтації.)

Відповіді обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
      5. Є купа, що складається з 
[image: image59.wmf]N

камінців.  Двоє  грають у таку гру: почергово беруть з цієї купи камінці за таким правилом – наступним своїм ходом гравець може взяти кількість камінців, що дорівнює одному з дільників числа камінців, які своїм останнім ходом взяв інший гравець. Перший гравець своїм першим ходом може взяти будь-яку кількість камінців, відмінну від 
[image: image60.wmf]N

. Виграє той, хто бере камінці останнім. При якому найменшому 
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 другий гравець має виграшну стратегію? Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення. 
На виконання роботи відводиться 4 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів.

Користуватися калькулятором не дозволяється.
2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

10 клас

1. Знайдіть усі такі натуральні числа 
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, що десяткові записи чисел 
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 і 
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 закінчуються однаковими трійками цифр, причому – в одному й тому самому порядку. Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
2. Усередині паралелограма 
[image: image66.wmf]ABCD

 відмітили такі різні точки 
[image: image67.wmf]P

 і 
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, що 
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 і 
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, причому ці точки не лежать на діагоналі 
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. Відомо, що
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. Знайдіть кут
[image: image73.wmf]PCQ

.
3. Доведіть, що для довільних додатних 
[image: image74.wmf]a

, 
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, 
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 має місце нерівність 
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 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]3
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4. Чи можна для кожного натурального числа 
[image: image79.wmf]n

 на клітчастому папері намалювати таку фігуру 
[image: image80.wmf]F

, що складається із 
[image: image81.wmf]n

4

 клітинок та одночасно задовольняє такі дві умови:

1)  фігуру  
[image: image82.wmf]F

 по лініях сітки можна  розбити на 
[image: image83.wmf]n

  чотириклітинкових фігурок  вигляду [image: image84.emf] (такі фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації);
2) існує рівно 
[image: image85.wmf]3
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 різних розбиттів (по лініях сітки) )  фігури  
[image: image86.wmf]F

 на 
[image: image87.wmf]n

2

 двоклітинкових прямокутники?
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
   5. Микола та Андрій грають у таку гру. (Микола починає цю гру першим.)  Хлопці почергово виписують натуральні числа 
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. Якщо числа 
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 будуть взаємно простими, то переможцем вважається Андрій, якщо ні – то переможцем вважається Микола. Хто  з хлопців виграє: Микола чи Андрій?
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
На виконання роботи відводиться 4 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів. 
Користуватися калькулятором не дозволяється.
2013 рік

Другий етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків

11 клас
[image: image96.wmf]
1. Знайдіть усі такі натуральні числа 
[image: image97.wmf]n

, для яких число 
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 ділиться без остачі на 
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. Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.

2. Навколо гострокутного трикутника 
[image: image100.wmf]ABC

 описали коло 
[image: image101.wmf]w

 з центром у точці 
[image: image102.wmf]O

, а потім навколо трикутника 
[image: image103.wmf]AOC

 описали коло 
[image: image104.wmf]1

w

 і провели в ньому діаметр 
[image: image105.wmf]OQ

. На прямих 
[image: image106.wmf]AQ

і 
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 відмітили точки 
[image: image108.wmf]M

і 
[image: image109.wmf]N

 відповідно так, що отриманий чотирикутник 
[image: image110.wmf]AMBN

є паралелограмом. Доведіть, що точка перетину прямих 
[image: image111.wmf]MN

 і 
[image: image112.wmf]BQ

 лежить на колі 
[image: image113.wmf]1
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.
        3. Доведіть, що для довільних додатних 
[image: image114.wmf]a
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[image: image115.wmf]b
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[image: image116.wmf]c

 має місце нерівність 
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       4. Чи можна для кожного натурального числа 
[image: image118.wmf]n

 на клітчастому папері намалювати таку фігуру 
[image: image119.wmf]F

, що складається із 
[image: image120.wmf]n
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 клітинок та одночасно задовольняє такі дві умови:

1)  фігуру  
[image: image121.wmf]F

 по лініях сітки можна  розбити на 
[image: image122.wmf]n

  чотириклітинкових фігурок  вигляду [image: image123.emf] (такі фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації);
2) існує рівно 
[image: image124.wmf]3
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 різних розбиттів (по лініях сітки) )  фігури  
[image: image125.wmf]F

 на 
[image: image126.wmf]n

2

 двоклітинкових прямокутники?

Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
5. Є купа, що складається з 
[image: image127.wmf]N

камінців, де  
[image: image128.wmf]N

 кратне 3. Двоє  грають у таку гру. Спочатку перший гравець розбиває купу на свій вибір на дві (якщо це можливо) або на три рівні (за кількістю камінців) купки. Далі другий гравець обирає будь-яку купку і ділить її на свій розсуд на дві або три рівні купки, якщо це можливо. Далі знову перший гравець розбиває деяку купку на дві або три рівні купки, якщо це можливо і т.д. до тих пір, коли вже жодну купку не можна далі розбити на на дві або три рівні купки. Перемагає той, хто розіб’є останню купку. При яких значеннях 
[image: image129.wmf]N

 перемагає перший гравець?
Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
На виконання роботи відводиться 4 год.

Кожна задача оцінюється в 7 балів. 
Користуватися калькулятором не дозволяється.
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