9 клас

9.1. На папері записані три додатних числа 
[image: image1.wmf]а

, 
[image: image2.wmf]b

 і 1. За один хід дозволяється записати на папері суму або різницю будь-яких двох вже записаних чисел або записати число, обернене до якого-небудь із записаних вже чисел. Чи можна за декілька ходів одержати на папері число a) 
[image: image3.wmf]2

а

  число ?   б)  число 
[image: image4.wmf]ab

? 

Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення. 
3.1. На бумажке записаны три положительных числа x, y и 1. За один ход разрешается записать на бумажку сумму или разность каких-нибудь двух уже записанных чисел или записать число, обратное к какому-нибудь из уже записанных чисел. Можно ли за несколько ходов получить на бумажке

a) [2] число x2?   б) [2] число xy?

Можно. Например, так (числа записаны в порядке их появления):
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Первое решение. a) (Центральное жюри). (См. на решение задачи №2 для учащихся 8-9-10` классов). Можно. Например, так (числа записаны в порядке их появления):
1
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б) Разделим одно из чисел на 2: 
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. Далее, умея возводить в квадрат, за несколько шагов получим число  
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. Или так: получаем число 
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, а затем два раза делим его пополам.

Второе решение. (Минское жюри). а) Запишем порядок действий и числа появляющиеся на доске (их не стирают и они могут появляться дважды, трижды и т.д.):
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б) Воспользуемся результатами пункта а): 
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. Пусть это число записано четыре раза, тогда: 
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      9.2. У трапеції 
[image: image15.wmf]ABCD

  з основами 
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  і 
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  діагоналі перпендикулярні. Точки 
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  і 
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  на бічних сторонах 
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  і  
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  відповідно такі, що відрізок   
[image: image22.wmf]KL

 проходить через точку перетину діагоналей трапеції
[image: image23.wmf]ABCD

 і паралельний її основам. На бічній стороні  відмічено точку 
[image: image24.wmf]М

 таку, що 
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.
 Математичні олімпіади школярів України 2001-2006. Навчально-методичний посібник /  В.М. Лейфура,І.М. Мітельман, В.М. Радченко, В.А. Ясінський. – Львів: Каменяр, 2008. – 352 с.     С. 68 (С. 195)

9.3. Доведіть, що для довільних додатних a, b, c має місце нерівність 
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. 
Швець В.О. Математичний гурток: старша школа. Нерівності та їх доведення / В.О. Швець, Л.В. Заболотня, І.С. Соколовська. – К.: Редакції газет природничо-математичного циклу, 2013. – 112 с. –(Бібліотека «Шкільного світу».)   С. 30-31.

!!! Є багато різних доведень у  посібниках. Передивіться.
Я взяла доведення зі своєї методички і ще з однієї.
Розв’язання.
Оскільки  
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Домноживши ліву і праву частини останньої нерівності на вираз  abc(a + b + c), дістанемо нерівність  (bc + ac + ab)(a + b + c) ≥ 9abc.
(bc + ac + ab)(a + b + c) = abc + a2c + a2b + b2c + abc + ab2 + bc2 + ac2 + abc = = 3abc + (a2c + b2c) + (a2b + bc2) + (ab2 + ac2)
[image: image36.wmf].
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Маємо:  (bc + ac + ab)(a + b + c) ≥ 9abc, звідси 
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Отже, 
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, де a, b, c – довільні додатні числа. Рівність 
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 виконується при a = b = c.

[image: image58.emf]
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  9.4. а) Чи можна клітчастий квадрат розміром 10×10 замостити фігурками виду [image: image61.png]


 та [image: image62.emf] так, щоб фігурок першого виду було 4 ? (Фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації.)

б) Чи можна клітчастий квадрат розміру 10×10  розрізати по лініях сіт-

ки на 4 фігурки вигляду [image: image63.png]


, 19 фігурок вигляду[image: image64.emf]  і  2 фігурки вигляду [image: image65.emf]? (Фігурки можуть розташовуватися в довільній орієнтації.)

Відповіді обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
Розв’язання. Застосуємо розфарбування з попе-

редньої задачі. Чорних клітинок є 49 , а білих — 51.

У будь-якій орієнтації фігурки перших двох типів по-

кривають парну кількість чорних клітинок і парну кі-

лькість білих клітинок. Отже, якщо припустити, що

можна вирізати потрібну кількість указаних фігурок,

то тоді буде вирізано парну кількість чорних і парну

кількість білих клітинок, що неможливо. Отже, у пу-

нкті а) задачі відповідь негативна.

б) Відповідь: так, можливо (див. рисунок).
[image: image66.emf]
Задача 17. (ВУО, 2005, 10 кл.). Чи можна клітчастий квадрат розміром 10×10 розрізати по лініях сітки на 4 фігурки вигляду [image: image67]та 21 фігурку вигляду [image: image68]? (Фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації.)
Решение. Нельзя, так как инвариантом в данной ситуации является четность черных и белых клеток, которые закрывают данные фигуры в квадрате, раскрашенном так, как показано на рисунке
Чи можна клітчастий квадрат розміром 10×10 розрізати по лініях сітки на 4 фігурки вигляду [image: image69.png]


та 21 фігурку вигляду [image: image70.png]


? (Фігурки можуть бути розташовані в довільній орієнтації.)

Решение. Нельзя, так как инвариантом в данной ситуации является четность черных и белых клеток, которые закрывают данные фигуры в квадрате, раскрашенном так, как показано на рисунке
[image: image71.png]



Так как в данном случае количество черных и белых квадратов нечетное и различное, то нужного покрытия сделать нельзя.

     9.5. Є купа, що складається з 
[image: image72.wmf]N

камінців.  Двоє  грають у таку гру: почергово беруть з цієї купи камінці за таким правилом – наступним своїм ходом гравець може взяти кількість камінців, що дорівнює одному з дільників числа камінців, які своїм останнім ходом взяв інший гравець. Перший гравець своїм першим ходом може взяти будь-яку кількість камінців, відмінну від 
[image: image73.wmf]N

. Виграє той, хто бере камінці останнім. При якому найменшому 
[image: image74.wmf]2010

>

N

 другий гравець має виграшну стратегію? Відповідь обгрунтуйте. Подайте детальні пояснення.
[image: image75.emf]
[image: image76.emf]
[image: image77.emf]
9.5. У купці лежать 2012 камінців. Двоє гравців ходять по черзі і за один хід роблять на вибір одну з двох дій: або докладають у купку 1 камінець, або, якщо купка складається не менше ніж з 4 камінців, забирають звідти 4 камінці. Запас камінців в обох гравців необмежений. Якщо хтось із гравців під час свого ходу забере з купки 4 камінці і більше камінців у купці не залишиться, цей гравець перемагає. Чи має хтось із гравців виграшну стратегію у такій грі? Якщо так, то хто?

8. Відповідь: перемагає гравець, що ходить першим.
Розв’язання. У першого гравця є виграшна стратегія. Початковим своїм ходом він має докласти в купку камінець, а далі діятиме залежно від ходів суперника. Якщо суперник під час свого ходу забирає з купки 4 камінці, перший гравець має докласти туди камінець, а якщо суперник кладе в купку камінець, перший гравець повинен узяти з неї 4 камінці. Так він досягне того, що після кожного наступного його ходу в купці буде на 3 камінці менше: після першого ходу купка міститиме 2013 камінців, після другого — 2010 камінців, після третього — 2007 і т. д. Оскільки число 2013 кратне 3, зрештою в купці опиняться 12, 9, 6 і нарешті 3 камінці. Далі другий гравець муситиме докласти в купку 1 камінець, а перший забере всі 4 камінці і виграє.
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